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体 \mathbb{Q} の絶対 Galois 群 \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q}) の射影直線 \mathbb{P}^{1} 引く \{0, 1, \infty\} の数論的基本
群への Galois 作用の研究を創始した ([Ihl]). そこでは1次元被約 Gassner
表現の Galois 類似を用いて,Jacobi 和を補間する普遍的なべき級数 (伊原
べき級数) が構成されている (cf.[Ih2],[KMT]). このGalois表現の理論の de
Rham バージョンが多重ゼータ値や Drinfeld associator ([D]) の世界である
ので,本稿では,上記の類似のvariantである次の問題について考察するこ
とにしよう :













 PB_{n} を n本糸純組紐群とする. \cdot  PB_{n} は A_{ij}=A_{ji}(1\leq i<j\leq n) で生成
され関係式
A_{r\mathrm{s}}A_{ij}A_{rs}^{-1}=\left\{\begin{array}{ll}
A_{ij} & (\mathrm{i}\mathrm{f} s<i \mathrm{o}\mathrm{r} i<r<s<j),\\
A_{rj}^{-1}A_{ij}A_{rj} & (\mathrm{i}\mathrm{f} s=i),\\
A_{rj}^{-1}A_{sj}^{-1}A_{ij}A_{sj}A_{rj} & (\mathrm{i}\mathrm{f} i=r<s<j),\\
A_{rj}^{-1}A_{sj}^{-1}A_{rj}A_{sj}A_{ij}A_{sj}^{-1}A_{rj}^{-1}A_{sj}A_{rj} & (\mathrm{i}\mathrm{f} r<i<s<j).
\end{array}\right.
を満たす群であることが知られている.
備考2 \bullet1.1.  D_{n}:=D^{2}\backslash \{p_{1}, . . . , p_{n}\} を2次元穴開き円盤としたとき,純組









を得る.ここで, \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{0}(F_{n}) は生成元 x_{i} をその共役に写し,境界を代表する
ループ x_{1} . . . x_{n} を固定するような自己同型写像からなる \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(F_{n}) の部分群
である.
2.2 Milnor不変量
さて,各 L\in PB_{n} に対して,Art (L)(x_{i})=y_{i}(L)x_{i}y_{i}(L)^{-1} を満たし y_{i}(L)
のアーベル化の [x_{i}]\in F_{n}^{ab} の係数が 0 になるような y_{1}(L) , . . . , y_{n}(L) が一意
的に存在するので,Art (L) は組 (y_{1}(L), \ldots , yn(L))により決定されることに
注意する.このyi (L) を  L のi‐th ロンジチュードと呼ぶ.1
\mathbb{Z}\langle\{X_{1}, \cdots, X_{n}\}\} を \mathbb{Z} 上の n変数形式的べき級数環としたとき,Magnus埋
入  $\theta$ :  F_{n}\mapsto \mathbb{Z}\langle\langle X_{1} , . ..,  X_{n}\}\rangle を対応  x_{i}\mapsto 1+X_{i} により定めると,各 y_{i}(L)
は L を閉じて得られる絡み目の i-\mathrm{t}_{11} ロンジチュードとみなすことができる
ので,
 $\theta$(y_{i}(L))=1+\displaystyle \sum_{1\leq i_{1},\ldots,i_{m}\leq n} $\mu$(i_{1} . . . i_{m}i)X_{i_{1}}\cdots X_{i_{m}}
1ここでは,ロンジチュードを基本群の生成元で表した語を簡略化してそう呼んでいる.
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の係数  $\mu$(i_{1}\cdots i_{m}i) により L のMilnor不変量が定まる ([Mil],[Mi2]). 実際
は, L を閉じて得られる絡み目の Milnor不変量を得るためにはある \mathbb{Z} のイ
デアルで割る必要があることに注意せよ.
3 Malcev完備化と special expansions
この節では,自由群のMalcev完備化と Massuyeau により導入された special
expansion について復習する.
3.1 Malcev完備化
\mathrm{K} を標数 0 の体とする. \mathrm{K}[F_{n}] を自由群 F_{n} の \mathrm{K} 上の群環とし,  $\epsilon$:\mathrm{K}[F_{n}|\rightarrow
\mathrm{K} を添加写像とする.  I:=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r} $\epsilon$ を添加イデアルとする. \overline{\mathrm{K}[F_{n}]} を \mathrm{K}[F_{n}] の
I‐進完備化とする.このとき, \mathrm{K}[F_{n}] 上の余積は \overline{\mathrm{K}[F_{n}]} 上の余積 \triangle を誘導し,
\overline{\mathrm{K}[F_{n}]} はHopf代数となる. I 進完備化 \overline{\mathrm{K}[F_{n}]} は \displaystyle \hat{I_{j}}:=\frac{\lim}{\backslash }診j^{I^{j}/I^{k}}(j\geq 0)
によりフィルトレーションが入ることに注意する.
\mathrm{M}(F_{n}) を \overline{\mathrm{K}[F_{n}]} の群的な元からなる部分群とし, \mathrm{m}(F_{n}) を \overline{\mathrm{K}[F_{n}]} のLie 的
な元からなる Lie代数とする. \mathrm{M}(F_{n}) と \mathrm{m}(F_{n}) にはフィルトレーションが誘
導され,また,exp.と \log により \mathrm{M}(F_{n}) と \mathfrak{m}(F_{n}) の間には1対1の対応があ
ることに注意する.
3.2 Special expansions
F_{n} をxu.. , x_{n} で生成される階数 n の自由群とする.このとき, H:=
F_{n}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\otimes \mathrm{K} と記す. i=1, n に対して, X_{i}:=[x_{i}]\otimes \mathrm{z}^{1\in H} とおく. T(H)
を H のテンソル代数とし, \hat{T}(H) をその次数に関する完備化とする,すなわ
ち, T(H):=\oplus_{k\geq 0}H^{\otimes k}, \hat{T}(H) :=\displaystyle \prod_{k\geq 0}H^{\otimes k} とする.このとき, \hat{T}(H) は
\mathrm{K} 上の n 変数形式的べき級数環 \mathrm{K}\langle\langle X_{1} , . .. ,  X_{n}\rangle } と同一視されることに注意
する. \mathfrak{L}(H) を H で生成される次数付き自由Lie 代数の次数に関する完備化
とする.このとき,special expansion は次で定義される.
Definition 3.2.1. ([Ma]) 同型写像  $\theta$ : \overline{\mathrm{K}[F_{n}]}\rightarrow\sim\hat{T}(H) が次の条件 (1)と (2)
を満たすとき,special expansion と呼ぶ :
(1) i=1 , \cdots ,  nに対して,ある鵜 \in exP( \mathfrak{L}(H))が存在して  $\theta$(x_{i})=U_{i}\exp(X_{i})U_{i}^{-}
と書ける.
(2)  $\theta$(x_{1} \cdots x_{n})=\exp(X_{1}+\cdots+X_{n})







備考3.2.3. 純組紐群 PB_{n+1} の半直積分解 PB_{n+1}=F_{n}\mathrm{x}PB_{n} を通し
て, PB_{n+1} のKontsevich 不変量 Z を自由部分群疏に制限することによ
り, \mathfrak{l} special expansion $\theta$^{Z} を構成できることが知られている.このように
して定まるspecial expansion はDrinfeld associator により記述される (cf.
[HM],[AET],[Ma]).





任意の  $\psi$\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(F_{n}) は完備 Hopf代数 \overline{\mathrm{K}[F_{n}]} の自己同型 \hat{ $\psi$} を誘導する.こ
れを \mathrm{M}(F_{n}) に制限することにより同型写像 \mathrm{M}( $\psi$) : \mathrm{M}(F_{n})\rightarrow \mathrm{M}(F_{n}) を得る.
Artin表現 Art とM,を合成することにより準同型
M(Art) : PB_{n}\rightarrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{M}(F_{n})) ; L\mapsto \mathrm{M}(\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}(L))
を得る.
 $\theta$ : \overline{\mathrm{K}[F_{n}]}\rightarrow\hat{T}(H)\sim をspecial expansion としたとき,備考3.2.2に注意す
ると,任意の  $\psi$\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{M}(F_{n})) に対して自己同型 $\theta$^{*}( $\psi$) := $\theta$\circ $\psi$\circ$\theta$^{-1}\in
\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\exp(\mathfrak{L}(H))) が定まる.したがって,準同型
\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}^{ $\theta$} : PB_{n}\rightarrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\exp(\mathfrak{L}(H))) ; L\mapsto$\theta$^{*}(\mathrm{M}(\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}(L)))
を得る.このとき,次が成り立つ.
Proposition 4.1.1. ([\mathrm{K}]) $\theta$ をspecial expansion とする.任意の  L\in PB_{n}
に対して,
\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}^{ $\theta$}(L)(\exp(X_{i}))=(U_{i}^{-1} $\theta$(y_{i}(L))U_{i})\exp(X_{i})(U_{i}^{-1} $\theta$(y_{i}(L))U_{i})^{-1} (1\leq i\leq n)
\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}^{ $\theta$}(L)(\exp(X_{1}+\cdots+X_{n}))=\exp(X_{1}+\cdots+X_{n})
が成り立つ.ここで, y_{i}(L) はi‐th ロンジチュードであり, U_{i}.\in\exp(\mathfrak{L}(H))
は  $\theta$(x_{i})=U_{i}\exp(X_{i})U_{i}^{-1} で与えられる.
したがって, L\in PB_{n} に対して, \mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}^{ $\theta$}(L)(\exp(X_{i})) = exP(Yí (L)) \exp(X_{i})\exp(Y_{i}(L))^{-}
とおくと,Art(L) は n 個のべき級数の組 (Y_{1}(L), \ldots, Y_{n}(L)) により決定さ
れる.
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4.2 Special Milnor value
この節では,前節で構成したspecial Artin表現を用いて,associatorとの
類似を見る.associator については [F2] を参照せよ.
GRT_{1}(\mathrm{K}) をdegenerated associator のなす群とする.このとき, (0.' U)\in
 GRT_{1}(\mathrm{K}) を自己同型写像 $\psi$_{(0,U)}(\exp(X_{1}))=\exp(X_{1}) , $\psi$_{(0,U)}(\exp(X_{2})) =
U^{-1}\exp(X_{2})U に対応させること.により, GRT_{1}(\mathrm{K}) は \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\exp(\mathfrak{L}(H))(n=
2) の部分群とみなすことができる.ここで,適切に基底を取り替えることに
より, \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\exp(\mathfrak{L}(H))) のspecial automorphism2 のなす群の部分群に写すこ
とができる.
したがって, \mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{t}^{ $\theta$} (PBn) を GRT_{1}(\mathrm{K}) の類似とみなし, \exp (Yi (L)) (1\leq
 i\leq n) をassociator の類似とみなそう. $\theta$^{Z} を備考3.2.3における Drinfeld
associator  $\Phi$ を用いて構成される special expansion としたとき,  L\in PB_{n}
に対して
\displaystyle \exp(Y_{i}(L))=1+\sum_{1\leq i_{1},\ldots,i_{m}\leq n}$\mu$^{ $\Phi$}(i_{1} . .. i_{m}i)X_{i_{1}}\cdots X_{i_{m}}
の係数 $\mu$^{ $\Phi$}(i_{1}\cdots i_{m}のを多重指標 (i_{1}. ..i_{m}i) と  $\Phi$ に関する  L のspecial Mil‐
nor value と呼ぶことにする.ただし,これは実質的には L のKontsevich
不変量の係数を求めていることと同値であることに注意する.また,基底と
q構造の取り方にも依存していることにも注意する.
KZ 方程式から定まるDrinfeld associator $\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}} の係数が多重ゼータ値であ
ることより ([LM],[FI]), 本稿では L\in PB_{n} と多重指標 I に対して $\mu$^{ $\Phi$}(I) を
多重ゼータ値の位相幾何類似とみなそう.3
最後に,この $\mu$^{ $\Phi$}(I) を  $\Phi$=$\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}} の場合の具体的な純組紐に対する計算例
を紹介する.
例4.2.1. L_{H}\in PB_{n} を以下の純組紐とする :
2ここでは,  $\varphi$\in Aut (\exp(\mathfrak{L}(H))) が  $\varphi$(\exp(X_{i}))=U_{i}\exp(X_{i})U_{i}^{- $\iota$}(1\leq i\leq n) ,
 $\varphi$(\exp(X_{1}+\cdots+X_{n}))=\exp(X_{1}+\cdots+ X紛 を満たすときspecial automorphism と
呼んでいる.ここで, U_{i}\in\exp(\mathfrak{L}(H))
3ただし,実際は $\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}} は GRT_{1}(\mathbb{C}) の元ではないことに注意しておく.
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このとき,ロンジチュードは y_{1}(L_{H})=x_{1}x_{2}x_{1}^{-1}, y_{2}(L_{H})=x_{1} で与えられ,
$\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}} から定まるspecial expansion $\theta$^{Z} は生成元 X1, x2に対して,
$\theta$^{Z}(x_{1})=($\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}}(-X_{1}-X_{2},X_{2})^{-1}\displaystyle \exp(-\frac{1}{2}X_{2})$\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}}(-X_{1}-X_{2},X_{2}))\exp(X_{1})_{e}
. ($\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}}(-X_{1}-X_{2}, X_{2})^{-1}\displaystyle \exp(-\frac{1}{2}X_{2})$\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}}(-X_{1}-X_{2}, X_{2}))^{-1}
$\theta$^{Z}(x_{2})=$\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}}(-X_{1}-X_{2},X_{2})^{-1}\exp(X_{2})$\Phi$_{\mathrm{K}\mathrm{Z}}(-X_{1}-X_{2}, X_{2})
と計算されるので4
Y_{1}(L_{H})=X_{2}+[X_{1}, X_{2}]+\displaystyle \frac{1}{2}[X_{1}, [X_{1}, X_{2}]]+\frac{ $\zeta$(2)}{2(2 $\pi$ i)^{2}}[[[X_{1}, X_{2}], X_{2}], X_{2}]
+\displaystyle \frac{ $\zeta$(2)}{(2 $\pi$ i)^{2}}[[[X_{1}, X_{2}], X_{2}], X_{1}]+\frac{1}{6}[X_{1}, [X_{1}, [X_{1}, X_{2}
+\displaystyle \frac{ $\zeta$(2)}{2(2 $\pi$ i)^{2}}[[[X_{1}, X_{2}], X_{2}], X_{2}]-\frac{ $\zeta$(3)}{(2 $\pi$ i)^{3}}[[X_{1}, [X_{1}, X_{2} X2]+ (次数5以上の項),
Y_{2}(L_{H})=X_{1}-\displaystyle \frac{1}{2}[X_{2}, X_{1}]+\frac{1}{8}[X_{2}, [X_{2}, X_{1}]]+\frac{ $\zeta$(2)}{(2 $\pi$ i)^{2}}[[X_{1}, X_{2}], X_{1}]
‐ \displaystyle \frac{ $\zeta$(3)}{(2 $\pi$ i)^{3}}[[X_{1} , [X_{1}, X_{2} Xl] + (次数5以上の項)
を得る.
このように,純組紐の special Milnor value は多重ゼータ値を用Yいて表示
されることがわかる.
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